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PRAXIS Grafikprogrammierung  

Matrix-Mathematik
Transformationen im dreidimensionalen
Raum werden in der Computergrafik
häufig mit Hilfe von 4x4-Matrizen dar-
gestellt. Die drei Raumkoordinaten der
Punkte werden dabei um eine vierte Di-
mension, die sogenannte homogene Ko-
ordinate w, erweitert. Mit diesem ‘Trick’
ist es möglich, jede affine Abbildung von
R3 → R3 durch eine Matrix-Vektor-Mul-
tiplikation im Vierdimensionalen darzu-
stellen [1].

Eine 4x4-Matrix A bildet jeden Punkt v
auf sein Bild v’ durch eine Matrix-Vek-
tor-Multiplikation ab: v' = Av

Dabei hat eine Translationsmatrix die fol-
gende Form:

( 1 0 0 tx )T = 0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1

Wird also ein Punkt v in homogenen Ko-
ordinaten (w = 1) mittels v' = Tv transfor-
miert, hat sein Bild die Koordinaten

( 1  0  0  tx ) ( vx ) ( vx + tx )v' = Tv = 0  1  0  ty ∗ vy = vy + ty
0  0  1  tz vz vz + tz
0  0  0  1 1 1

Entsprechendes gilt für die Skalierungs-
matrix S, die auch mit unterschiedlichen
Skalierungsfaktoren für jede Koordinate
zurechtkommt:

( sx 0 0 0 )S = 0 sy 0 0
0 0 sz 0
0 0 0 1

und die Rotationen gegen den Uhrzeiger-
sinn um die drei Koordinatenachsen für
einen Rotationswinkel ϕ

( 1 0 0 0 )Rx = 0 cosϕ –sinϕ 0
0 sinϕ cosϕ 0 
0 0 0 1 

( cosϕ 0 sinϕ 0 )Ry = 0 1 0 0 
–sinϕ 0 cosϕ 0

0 0 0 1
und

( cosϕ –sinϕ 0 0 )Rz = sinϕ cosϕ 0 0
0 0 1 0 
0 0 0 1

Rotationen um beliebige Achsen können
aus Rotationen um die Koordinatenachsen
zusammengesetzt werden.
Die in homogenen Koordinaten vorlie-
genden Punkte lassen sich wie folgt in
den ‘gewöhnlichen’ dreidimensionalen
Raum zurückwandeln:

v4(vx, vy , vz , w)T ↔ v3(vx/w, vy/w, vz/w)T

Punkte mit einer homogenen Koordinate
w = 0 sind als Grenzwert vereinbart:

v4(vx , vy , vz , 0)T := limw → ∞v4(w * vx , w * vy , w * vz ,1)T

Sie liegen gewissermaßen im Unend-
lichen.

Zur Berechnung eines Bildes der Szene
durchlaufen meist viele Raumpunkte v1
bis vn dieselbe Kette von Drehungen,
Skalierungen und Verschiebungen, die
durch Matrizen M1 bis Mm dargestellt
werden:

v'i = M1 * M2 * … *Mm * vi , i = 1,…,n

Aufgrund der Assoziativität der Ma-
trixmultiplikation lassen sich zunächst
alle Transformationsmatrizen Mj zu einer
Matrix T  zusammenfassen:

T = 
m
∏
j = 1

Mj

Für jeden Punkt vi, der die Transformati-
onskette durchlaufen soll, genügt an-
schließend eine einzige Matrix-Vektor-
Multiplikation, um ihn auf seinen Bild-
punkt v’i abzubilden:

v'i =T *  vi

Die State-Maschine OpenGL speichert le-
diglich die Matrix T. Werden mittels 
glTranslate*et cetera weitere Transforma-
tionen angefordert, so berechnet OpenGL
eine passende Transformationsmatrix und
multipliziert diese von rechts an die Matrix
T. Das Resultat wird wiederum in T gespei-
chert. Da die Matrixmultiplikation nicht
kommutativ ist, kommt es auf die Reihen-
folge der Transformationen an. OpenGL
multipliziert Transformationen und Punkte
stets von rechts an die gespeicherten Matri-
zen, daher wird die zuletzt angegebene
Transformation als erste auf den zu trans-
formierenden Punkt angewandt. 


